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Sazetak

U radu se odreduje Eulerova kriticna sila izvijanja Stapova skokovito promjenjivog
poprecnog presjeka primjenom analiticke metode i metode konacnih razlika.
Usporedbom rezultata utvrdeno je da numericka metoda daje nesto niZe,
konzervativne vrijednosti kriticne sile. Rezultati rada predstavljaju doprinos u
analizi izvijanja elemenata sloZene geometrije i mogu posluziti za validaciju
numerickih modela.
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Abstract

This paper presents the computation of Euler’s critical buckling load for rods with
stepwise varying cross-section using both an analytical method and the finite
difference method. A comparison of results shows that the numerical method yields
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in geometrically complex elements and can be used to validate numerical models.
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1. Uvod

Problem izvijanja Stapnih elemenata izuzetno je vazan u inZenjerskoj
praksi, jer se kod tankih i vitkih elemenata kriti¢na sila izvijanja Cesto javi
prije granice c¢vrstoe materijala. Izvijanje je oblik gubitka stabilnosti
Stapnog elementa koji nastupa kada djelovanje tlacne sile uzrokuje naglo
savijanje Stapa iz ravnog poloZaja. Tla¢na sila koja izaziva izvijanje naziva
se kriticna sila izvijanja Fy,.. Kada centri¢na tlacna sila dosegne vrijednost
te kriticne sile, Stap prelazi iz stabilnog u labilno stanje, Sto moZe dovesti
do naglog povecanja deformacija i naruSavanja nosivosti. Kako bi se to
izbjeglo, potrebno je odrediti kriticnu silu za promatrani element, umanjiti
je za odgovarajuci koeficijent sigurnosti, i utvrditi da je stvarna uzduzna
sila manja od te vrijednosti [1]. Kriticna sila se umanjuje koeficijentom
sigurnosti zbog nesavrSenosti izvedbe, nehomogenosti materijala i
mogucih ekscentriciteta tlacne sile. Eulerova teorija izvijanja pruza temelj
za analizu takvih problema, pri ¢emu se Kriti¢na sila izvijanja odreduje na
temelju geometrijskih i materijalnih svojstava Stapa te uvjeta oslanjanja
[1]-[3].

U ovom radu istrazuje se ponasanje Stapa sa skokovito promjenjivim
poprecnim presjekom, tj. Stapa kod kojeg dolazi do nagle promjene
savojne Kkrutosti na jednoj ili viSe tocaka duZ njegove duljine. Takva
geometrijska konfiguracija javlja se u praksi, primjerice kod elemenata
modularnih celicnih konstrukcija te kod spojeva razlic¢itih presjeka u
armiranobetonskim konstrukcijama, gdje se zbog razlic¢itih zahtjeva
projektiraju segmenti razli¢itih dimenzija. Proucavanje izvijanja kod
ovakvih elemenata vaZno je radi to¢ne procjene nosivosti i sigurnosti
konstrukcije.

Analizirani Stap je homogen i izraden od istog materijala duz cijele
duljine. Pretpostavljeno je da je poprecni presjek kruznog oblika, pa se za
moment povrSine drugog reda koristi oznaka I, dok se za savojnu krutost
koristi E1, gdje je E modul elasti¢nosti. Budu¢i da je kod kruZnog presjeka
moment povrsine drugog reda jednak u svim smjerovima, u ovom radu se
podrazumijeva da se izvijanje dogada oko bilo koje osi, te je I = I,i. U
slucaju da bi presjek bio npr. pravokutan, bilo bi nuzno Kkoristiti I,,;,,
odnosno moment povrSine drugog reda oko najslabije osi. U svim
primjerima promjena presjeka dogada se skokovito, pri cemu je poprecni
presjek unutar svakog segmenta konstantan. Promjene se javljaju na
polovini ili tre¢inama duljine nosa¢a. U analiziranim slucajevima
pretpostavlja se da se izvijanje dogada u ravnini s konstantnom osi
savijanja. Rubni uvjeti odgovaraju slobodno oslonjenom Stapu, tj. oba kraja
Stapa su zglobno ucvrséena.

U radu su primijenjene dvije metode:
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e Analiticka metoda (staticki pristup), pri kojoj se rjeSava
diferencijalna jednadzba ravnoteze savijenog Stapa uz zadane rubne
uvjete i uvjete kontinuiteta, te se kriticna sila odreduje iz uvjeta
postojanja netrivijalnog rjeSenja sustava [1],[2].

e Metoda konacnih razlika, kao numericki pristup, gdje se
kontinuirana jednadZba aproksimira diskretnim izrazima [4], te se
rjeSenje dobiva traZenjem nule determinante matrice koeficijenata
[1].

Obje metode primijenjene su na dva slucaja: stap s dva razlicita
poprecna presjeka i Stap s tri razli¢ita poprecna presjeka. Dobiveni
rezultati usporedeni su kako bi se ocijenila tofnost i konzervativnost
numerickog rjeSenja u odnosu na analiticko.

2. Eulerova kriti¢na sila izvijanja - staticka metoda

2.1 Stap s dva razli¢ita poprec¢na presjeka

Za stap prikazan na Slici 1 odredit ¢emo Kkriticnu silu izvijanja
staticCkom metodom. Ovaj pristup se sastoji od odredivanja analitickog
rjeSenja jednadzbe koja daje vezu izmedu momenta savijanja i
zakrivljenosti progibne linije, uz pretpostavku malih progiba [5].
Momentnu funkciju zapisujemo na deformiranom sustavu, a zakrivljenost,
zbog pretpostavke malih progiba, aproksimiramo s drugom derivacijom
funkcije probne linije [1].
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Slika 1. Lijevo: skica nosaca s dva razlic¢ita poprecna presjeka. Desno: staticka
shema nosaca s koordinatnim sustavom i deformirana os nosaca s oznacenim
funkcijama progiba za dijelove 11 2.
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Stap na Slici 1 slobodno je oslonjen i ima dva razli¢ita popre¢na presjeka.
Na segmentu [0, L/2] (oznacen s 1) poprecni presjek nosaca ima savojnu
krutost 3EI1 (E-modul elasti¢nosti, -moment povrsine drugog reda), dok
ona iznosi EI na segmentu [L/2,L] (oznaen s 2). Na udaljenosti L/2
dolazi do skokovite promjene poprecnog presjeka.

Na segmentu 1 progibnu liniju oznaditi ¢emo s w; = w;(x), a na segmentu
2 ona ima oznaku w, = w,(x). Za prvi i drugi dio nosaca veza momenta
savijanja i progibne linije dana je sljede¢im diferencijalnim jednadZbama:

F " Wl
no_ _ 1
Wy 3E] (1)
w_  Frw (2)
W =TT
Uvodenjem supstitucije:
F
2 3
T (3)
Jednadzbe (1) i (2) postaju:
wy +a’w,; =0 (4)
wy +3a’w, =0 (5)

Dobivene su dvije homogene diferencijalne jednadzbe drugog reda za koje
su opca rjeSenja dana kao:

w; (x) = A sin(ax) + B; cos(ax) (6)

wy(x) = A, sin(\/gax) + B, cos(\/gax) (7)

Ova rjeSenja moraju zadovoljavati dva rubna uvjeta i dva uvjeta
kontinuiteta:

- rubni uvjeti

w1(0) =0 (8)

wy(L) =0 (9)
- uvjeti kontinuiteta

wi(L/2) = w,(L/2) (10)

wi(L/2) = w;(L/2) (11)

Derivacije funkcija w; i w, su:
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w; (x) = @A, cos(ax) — aB; sin(ax) (12)

wj(x) = V3ad, cos(vV3ax) — V3aB, sin(V3ax) (13)
[z uvjeta (8) dobiva se:

B, =0 (14)

Iz (14) i preostalih uvjeta dobivamo tri jednadzbe koje se u matricnom
obliku mogu zapisati na sljedec¢i nacin:

[ 0 sin(\/gaL) cos(\/§aL) 1

sin(a)  —sin (V3a})  —cos(V3a3) n] - \8] (15)
|cos () —V3cos(V3as) +sin(V3as)] B.1 10
ili skraceno:
A-C=0 (16)

gdje C=[A; A, B,]", 0 je nul-vektor, a A je matrica koeficijenata u
sustavu (15). Trivijalno rjeSenje, u kojem su A; = A, = B, = 0, odgovara
ravnhom obliku Stapa (funkcije progiba su nula), medutim, nas zanima
rjeSenje za koje je progib razlic¢it od nule. Stoga, da bi sustav imao rjeSenje
razli¢ito od trivijalnog, determinanta koeficijenata mora biti jednaka nuli

[6]:
det(A) = 0 (17)

Razvojem determinante dobiva se transcendentna jednadzba u kojoj nam
je aL nepoznato, a iz rjeSenja jednadZbe (17) dobivamo iznos kriti¢ne sile
izvijanja. U promatranom slucaju dobivamo trigonometrijsku jednadzbu
koja ima viSe korijena, a najmanji korijen je dobiven primjenom
Newtonove metode [7]. TraZen je najmanji korijen jer se iz njega dobiva
najmanja vrijednost kritiCne sile izvijanja, Sto je u prakticnom smislu
mjerodavna vrijednost. Najmanje rjeSenje koje zadovoljava determinantu
(17) je:

al = 2,1596 (18)

Primjenom supstitucije (3) dobiva se iznos kriti¢ne sile:

_ 13,9916E1

kr LZ (19)

Za ovu vrijednost uzduZne sile, pored ravnog oblika Stapa, mogudi su i
ravnotezni polozaji u kojima Stap poprima savijeni oblik (Slika 1).
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2.2 Stap s tri razli¢ita popre¢na presjeka

Sljedec¢i primjer odnosi se na slobodno oslonjen Stap duljine L i s tri
razli¢ita poprecna presjeka. Promjena presjeka dogada se skokovito na
tre¢inama duljine Stapa, a medu njima su presjeci konstantni. Analizirani
primjer prikazan je na Slici 2 na kojoj su dane oznake segmenata, odnosi
savojnih krutosti i oznake progibnih funkcija. Progib segmenta i oznacen je
funkcijom w;(x) = w; za i = {1, 2, 3}. Savojne krutosti segmenata 1,2 i 3 su
redom 3EI, 2EI i EI.

2E] wo (%)

3EI wy (x)

G Z, Wq, Wy, W3

1 L,

Slika 2. Lijevo: skica nosaca s tri razliCita poprecna presjeka. Desno: staticka
shema nosaca s koordinatnim sustavom i deformirana os nosaca s oznacenim
funkcijama progiba za dijelove 1, 21 3.

[z veze druge derivacije progiba i momentne funkcije za svaki segment,
slijede tri diferencijalne jednadzbe, od kojih svaka vrijedi na pojedinom
segmentu:

wy +a’w, =0 (20)
wy + 1,5a%w, =0 (21)
wi +3a’w; =0 (22)

U prethodnim jednadzbama « je dano kao:
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F
2 23
3EI (23)
Opcarjesenja jednadzbi (20), (21) i (22) su:
w; (x) = Ay sin(ax) + B, cos(ax) (24)
w,(x) = A, sin (,/ 1,50cx) + B, cos (,/ 1,5ax) (25)
ws(x) = Az sin(\/gax) + B3 cos(\/§ax) (26)
Derivacije funkcija progiba su:
w; (x) = a4, cos(ax) — aB; sin(ax) (27)
wy(x) = /1,5a4, cos (w/ 1,5ax) —4/1,5aB, sin (w/ 1,5ax) (28)
wi(x) = V3aA; cos(\/gax) —3aB; sin(\/gax) (29)

Iznos kriticne sile dobivamo iz rubnih uvjeta i uvjeta kontinuiteta. Za
promatrani primjer imamo dva rubna uvjeta i Cetiri uvjeta kontinuiteta:

- rubni uvjeti

w;(0) =0

ws(L) =0

- uvjeti kontinuiteta
L L
n(3)= w2 (3)
I L ! L
wi(3) =i (3)
2L 2L
w(3) = (3)

, (2L , (2L
w(3)=w(3)

[z uvjeta (30) dobiva se:
Bl =0

Uvodenjem sljedeéih oznaka:

(30)
(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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2V3 C(2V3
0 %cos <ﬁ aL) —\E sin <ﬁ aL) (37)
sin(v/3al) cos(V3alL)
0 0
0 0

(nastavak)  _ sin <i§ aL) — CoS <ﬁ aL)
3 3

—/3 cos <¥ aL) V3 sin <¥ aL)

C=[A, A, B, A3 Bs]" (38)
i uz primjenu jednadzbe (36), uvjete (30), (32)-(35) moZemo zapisati u
skra¢enom obliku kao:

A-C=0 (39)
Zanima nas netrivijalno rjeSenje, a ono postoji ako je zadovoljen uvjet da je
determinanta matrice A jednaka nuli:

det(A) =0 (40)
Razvojem gornje determinante dobivamo sloZenu trigonometrijsku

jednadzbu, za koju je najmanje rjeSenje dobiveno numericki Newtonovom
metodom:

alL = 4,105098 (41)
odakle se, uz primjenu supstitucije (23), dobiva Eulerova kriti¢na sila:
16,8518E1
=7 (42)

Za ovu vrijednost uzduzne sile, pored ravnog oblika Stapa, mogu¢i su i
ravnotezni poloZaji u kojima Stap poprima savijeni oblik (Slika 2).
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3. Eulerova Kriticna sila izvijanja - metoda konacnih
razlika

Osnova ideja metode konacnih razlika (MKR) je ta da funkciju

promatramo u diskretnim tockama (Cvorovima), a njezine derivacije u tim
tockama aproksimiramo centralnim razlikama. U nasem slucaju, funkcija
koju promatramo predstavlja progib nosaca i ovisi samo o poloZaju uzduz
osi nosaca, pa je to funkcija jedne varijable. Stoga, do diskretnih tocaka
dolazimo tako da podijelimo nosac¢ na konacan broj segmenata, a diskretne
tocke nalaze se izmedu (na dodiru) segmenata.
Na Slici 3 prikazana je proizvoljna funkcija progiba nosaa zajedno s
¢vornim tockama i podjelom domene na segmente (konacne duljine).
Duljina segmenta oznacena je s 4, a vrijednost funkcije u nekom ¢voru x;,
oznacena je s wy, = w(xy). Prvu i drugu derivaciju funkcije u ¢vornoj tocki
X aproksimiramo na sljedeci nacin [4]:

i

1
Wy = ﬁ(Wkﬂ - Wy_1) (43)

wy ~ z (W1 = 2Wg + Wy—y) (44)

A A A A

Xg—2 Xg—1 X Xg+1 Xg+2

O O
hd hd hd hd hd
1 ]

2
Wg_q1 Wy Wi +1

zZ,w(x)

Slika 3. Proizvoljna funkcija progiba w(x), ¢vorne tocke x;, te duljine segmenata
A

3.1 Stap s dva razli¢ita poprec¢na presjeka

Promatramo S$tap za koji smo u odjeljku 2.1 odredili izraz za Eulerovu
kriti¢nu silu statickom metodom. Na Slici 4 prikazan je promatrani Stap,
podjela na konacne duljine, te ¢vorne tocke. Duljina svake konacne duljine
iznosi A = L/4. Koristena je diskretizacija koja ima dvije kona¢ne duljine
za svaki dio nosaca. Polozaji ¢vornih toc¢aka na nosacu imaju oznaku x; ,
gdje je i broj segmenta nosaca, a k je redni broj tocke na pripadajucem
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dijelu nosaca. Metodu konacnih razlika primijenit ¢emo na jednadzbe (4) i
(5). Primijetimo na Slici 4 da su domene funkcija w; (x) i w,(x) zasebno
diskretizirane te da svaka C¢vorna tocka pripada samo jednoj od tih
funkcija. Nadalje, moZemo primijetiti da je nakon dijela 1 dodana jedna
dodatna tocka (x;4) koja pripada samo funkciji w;(x), a prije dijela 2
dodana je tocka (x, ;) koja se odnosi samo na funkciju w, (x). Ove su tocke
dodane da bi mogli za svaku od dviju funkcija zapisati zakrivljenost na
sredini nosaca te kako bi mogli reproducirati diskontinuitet u
zakrivljenosti funkcije progiba, tj. u njezinoj drugoj derivaciji. Pomak
funkcije progiba w;(x) (za i =1{1,2}) u tocki x;), oznaCavat ¢emo sa

Wi (xi,k) = Wik

i 1x
ler
J— - (]E —
A
L _ 4
5 El X140 QW14 B
A A
L w~ T X,39-¢Wi3 T
A A
% 3E T x2S pW2 -
A
' N 1 X114l oo Al
g Wit z,wy //5/ Z>.W2
F TFkr IF,{T
a) b) c)

Slika 4. a) skica nosaca s dva poprecna presjeka, b) podjela na diskretne tocke za
dio 1 i konacne duljine 4, c) podjela na diskretne tocke za dio 2 i konac¢ne duljine
A

Sada, primjenom izraza (44) diferencijalnu jednadZbu (4), umjesto za
cijelu domenu (dio 1), moZemo zapisati u ¢vornim toCkama. Zapis
diferencijalne jednadzbe (4) u diferencijskom obliku u ¢vornim toc¢kama
X172 1xq3je:

1
A_Z (Wl,l - 2W1’2 + W1’3) + (XZWLZ = 0 (4’5)

1
A_z (Wl,Z - 2W1'3 + W1’4) + 0(2W1,3 = 0 (4‘6)
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Na isti nacin, primjenom izraza (43), diferencijalnu jednadzbu (5)
zapisujemo u diferencijskom obliku u tockama x, ; i x, 3 kao:

A—lz(wz,l — 2wy, + Wa3) + 32wy, =0 (47)
1

/1_2(W2r2 —2wy3 + Way) + 32wy 5 =0 (48)

Preoblikovanjem jednadzbi (47)-(48) dobivamo:

w1+ (@22 = 2wy, +wy3 =0 (49)
Wi+ (@22 —2)wyz +wy s =0 (50)
Wy + (Ba%A% — 2wy, +wyz =0 (51)
Woo + (Ba?A2 — 2wy + Wy =0 (52)

Rubne uvjete i uvjete kontinuiteta (8)-(11) u diferencijskom obliku
moZemo zapisati na sljedec¢i nacin:

Wii=0 (53)
Was =0 (54)
Wi3 = Wap (55)
1 1

ﬁ (W1,4 - W1,2) = ﬁ (W2,3 - W2,1) (56)

UvrStavanjem rubnih uvjeta u jednadzbe (49)-(52) (pri ¢emu je iz (56)
izrazen w, 4) slijedi u matricnom obliku:

[(QZAZ - 2) 1 0 0 ] W1’2 0
2912 __ _ w.
| 2 (a2,12 2) 1 1|{w22 _|o (57)
[ 0 (3?22 —2) 1 1 |[w23| " [o
0 1 (3¢?22-2) o 1W21l 10
ili u kompaktnom zapisu:
D-W=0 (58)

gdje D matrica koeficijenata, a W vektor nepoznatih pomaka u ¢vornim
tockama. Zanima nas netrivijalno rjeSenje, iz cega slijedi da mora vrijediti:

det(D) =0 (59)
Razvojem ove determinante dobivamo polinomnu jednadzbu petog

stupnja u kojem je nepoznanica umnozak aA. Najmanje pozitivno realno
rjeSenje jednadzbe dobiveno je primjenom Newtonove metode:
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a?1? = 0,27924 (60)

odakle se, uz primjenu supstitucije (3) i supstitucije A = L/4, dobiva
Eulerova kriti¢na sila:

_ 13,40352E1

kr — 12 (61)

Greska u odnosu na analiticko rjeSenje koje slijedi iz staticke metode je:

Cresiq - 134035 -139916 2
resra = 13.9916 0= THeN

Numericko rjeSenje dobiveno metodom konacnih razlika za korak 1 = L/4
je za 4,2 % manje od rjeSenja dobivenog statickom metodom.

3.2 Stap s tri razli¢ita popreé¢na presjeka

Na Slici 5 prikazan je Stap s tri razli¢ita poprec¢na presjeka te je dan
odnos savojnih krutosti. Takoder, naznacena je podjela na konac¢ne duljine
i pripadajuce ¢vorne tocke. Analiziran je isti primjer kao i u odjeljku 2.2, a
u kojem je kriticna sila dobivena statickom metodom. Duljina svakog
konatnog segmenta u odabranoj diskretizaciji iznosi 1 = L/6. Kao i u
prethodnom primjeru, koriStena je diskretizacija koja daje dvije konac¢ne
duljine na svakom dijelu nosaca.

Ax Ax N

" & I

X250

Wl =
©
m
|
1

'S 4+ Xpao-—

t,
wl =
®
¥
m

— Xg30

~

L X220----

~

L
3 @ 3E!
1
a) c) a)

Slika 5. a) skica nosaca s tri poprecna presjeka, b) podjela na diskretne tocke za
dio 1 i konacne duljine 4, c) podjela na diskretne tocke za dio 2 i konacne duljine
A, d) podjela na diskretne tocke za dio 3 i konac¢ne duljine A.

~
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Metodu konacnih razlika primijenit ¢emo na jednadzbe (20), (21) i (22).
Uz unutarnje rubove pojedinih dijelova nosaca dodana je po jedna tocka za
pripadajucu funkciju progiba (Slika 5). Na taj nacin, na rubu svakog od tri
segmenata moguce je izraziti razliite zakrivljenosti za razlic¢ite segmente
nosaca. Sada, primjenom izraza (44), diferencijalnu jednadzbu (20),
umjesto za cijelu domenu (dio 1), moZemo zapisati u ¢vornim tockama.
Zapis diferencijalne jednadZbe (20) u diferencijskom obliku u ¢vornim
tockama x; ; i xq 3 je:
1

A_Z(Wltl - 2W1'2 + W1'3) + a2W1'2 = 0 (63)
1
F(Wl,z —2w;3+ W1,4) +a*w;3=0 (64)

Istim postupkom jednadZba (21) u diferencijskom obliku za tocke x; 5, x; 3
ix; 4 glasi:

1

ﬁ(WZ’l - 2W2‘2 + W2’3) + 1,50(2W2’2 =0 (65)
1 2

/_l_z(WZ’Z - 2W2'3 + W2’4) + 1,5a W2’3 = O (66)
1 2

/1_2(sz3 - 2W2'4 + WZ,S) + 1,5a W2,4 =0 (67)

Za dio 3 diferencijski oblik jednadZzbe (22) u pripadnim ¢vornim toCkama
jest:

1

A_Z(W?"l - 2W3'2 + W3’3) + 3a2W3,2 = 0 (68)
1 2

F(W&z - 2W3'3 + W3,4_) + 30[ W3'3 = 0 [69)
1 2

ﬁ(W3’3 - 2W3‘4 + W3’5) + Ba W3,4_ = 0 [70)

Rubni uvjeti i uvjeti kontinuiteti za diskretni sustav su:
- rubni uvjeti
wip =0 (71)
wiz,s =0 (72)
- jednakost pomaka na dodiru segmenata 1i2,te2i 3
Wi3 = Wop (73)

Wo 4 = W3 (74)
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- jednakost zaokreta poprecnog presjeka na dodiru segmanata 1i2,te2i3
1 1
22 (W1,4 - W1,2) = 2 (W2,3 - W2,1) (75)

1 1
ﬁ (W2,5 - W2,3) = ﬁ (W3,3 - W3,1) (76)

Uvodenjem gornjih uvjeta (pri ¢emu je iz (75) izrazen wy,, a iz (76) je
izrazen w, 5) u jednadZzbe (63)-(70) te grupiranjem clanova uz nepoznate
pomake slijedi:

wys + (@22 —2)wy, =0 (77)
2wy + Wy — Wy + (@222 —2)wy 3 =0 (78)
W1+ wy3+ (1,5a%2% — 2)wy 3 =0 (79)
Wy 3+ wag + (1L,5a222 — 2)wy 3 =0 (80)
2wy 3 + W33 —wzq + (1,5a%4% — 2)wy 4 =0 (81)
W31+ Wss+ (Ba*A? —2)w,, =0 (82)
Waq+ W34+ (Ba?A? —2)wz3 =0 (83)

Uvodenjem oznaka:

(%1% = 2) 1 0 0
2 (@12-2) -1 1
0 (1,5a%22-2) 1 1
D= 0 1 0 (1,5a%4% —2)
0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 (84)
0 0 0
0 0 0
(nastavak) 1 0 0
(1,5a%22-2) -1 1
(3a212-2) 1 1
1 0 (3a%2%?-2).
W=[Wi2 Wi3 Wz1 W3 Wyyq Wzg Wzz]T (85)

jednadzbe (77)-(83) mozemo skraceno zapisati kao:
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D-W=0 (86)
Netrivijalno rjeSenje postoji ako je zadovoljen uvjet:
det(D) =0 (87)

U determinanti (87) nepoznato nam je ad. Razvojem determinante te
rjeSavanjem jednadZzbe (87) Newtonovom metodom za ad dobivamo:

a?)? = 0,151 (88)

Primjenom supstitucije (23) i supstitucije A = L/6, dobivamo Eulerovu
kriti¢nu sila:

16,308E1

o =——— (89)

Greska u odnosu na analiticko rjesSenje koje slijedi iz staticke metode je:

Croskq - 16308168518 (90)
reska = 16,8518 CT e

Numericko rjesenje dobiveno metodom konacnih razlika za korak 1 = L/6
je za 3,2 % manje od rjeSenja dobivenog statickom metodom.

4. Usporedba rezultata i zakljucak

U ovom radu analizirana su dva primjera slobodno oslonjenih nosaca
sa skokovito promjenjivim poprecnim presjekom, opterecenih uzduznom
silom, a cilj je bio odrediti Eulerovu kriti¢nu silu izvijanja. Kriti¢na sila
odredena je analitickom metodom i metodom konacnih razlika, pri ¢emu je
u oba slucaja bilo potrebno formirati sustav algebarskih jednadZzbi
temeljenih na rubnim uvjetima i uvjetima kontinuiteta.

Dobiveni rezultati pokazuju da metoda konac¢nih razlika daje nesto nize
vrijednosti kriti¢ne sile u odnosu na analiticko rjeSenje, Cime se osigurava
dodatna razina sigurnosti u prakticnoj primjeni. Za odabranu
diskretizaciju s dvije konacne duljine po svakom segmentu nosaca
odstupanja su bila relativno mala: -4,2 % za nosac s dva presjeka i -3,2 %
za nosac s tri presjeka. Takva odstupanja posljedica su aproksimacijske
prirode metode jer se kontinuirane derivacije diferencijalnih jednadzbi
zamjenjuju kona¢nim razlikama. Najznacajniji izvor pogreske je odabir
duljine segmenta A: manji koraci poboljSavaju toc¢nost, ali povecavaju broj
jednadzbi i sloZenost pripadne determinante. Dodatni izvori pogreske
mogu nastati u formulaciji rubnih uvjeta i uvjeta kontinuiteta koji u praksi
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Cesto odstupaju od idealnih. TocCnost je moguce poboljsati finijom
diskretizacijom ili primjenom aproksimacija viseg reda.
Na Slici 6 prikazana je usporedba analitickih i numerickih rezultata.

Usporedba analiticke i numericke metode

m Analiticka metoda
Metoda konacnih razlika

c-EifL?

Keeficijent c uizrazu Fy,
=

Stap s 2 presjeka Stap s 3 presjeka
Slika 6. Usporedba analitickih i numerickih vrijednosti kriti¢ne sile izvijanja Fy,..

Vazno je istaknuti da matrica sustava jednadzbi u metodi konacnih
razlika ima veée dimenzije nego kod staticke metode, ali se njezino
sastavljanje moZe automatizirati, $to metodu ¢ini pogodnom za racunalnu
implementaciju i analizu sloZenijih sustava.

Vrijednosti kriticne sile izvijanja dobivene analitickom (statickom)
metodom, zahvaljujudi jasno definiranim pretpostavkama i to¢nosti unutar
zadanog modela, mogu posluZiti kao referentne vrijednosti za usporedbu s
rezultatima dobivenim drugim metodama - bilo numerickim,
eksperimentalnim ili softverskim. Time se dodatno potvrduje njihova
vaznost u evaluaciji u¢inkovitosti i to¢nosti alternativnih pristupa.

Usporedba rezultata potvrduje konzistentnost analitickog i
numerickog pristupa u okviru postavljenih pretpostavki, a rad pruza
osnovu za proSirenje analize na sloZenije slucajeve, ukljucujuci veci broj
segmenata, nehomogene materijale ili sloZenije rubne uvjete.
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