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RJESENJE POISSONOVE PARCIJALNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRIMJENOM
GREENOVE FUNKCIJE

SOLUTION OF POISSON PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATION USING GREEN'S FUNCTION

Tomislav Frankovi¢®, Nermina Mujakovic¢*™

Sazetak

Rjesavanje Poissonove parcijalne diferencijalne jednadZbe primjenom Greenove
funkcije analiti¢ki je postupak odredivanja rjeSenja za dane rubne uvjete. U ovom
radu dana je teoretska baza odredivanja Greenove funkcije za zadanu parcijalnu
diferencijalnu jednadZbu koja je definirana u domeni D, pri ¢emu mora zadovoljiti
odredene rubne uvjete na granici domene C. Za navedeni Dirichletov problem
prikazano je rjesenje Poissonove parcijalne diferencijalne jednadZbe, a na kraju su
prikazana dva primjera.
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Abstract

Obtaining a solution of the Poisson partial differential equation using Green’s function
represents an analytic method for determining the solution for the defined boundary
value problems. In this paper the theoretical basis for the Green’s function has been
elaborated for the Poisson partial differential equation which is defined in domain D
with boundary values on boundary C. The solution for the Poisson partial differential
equation for the Dirichlet problem with two examples is shown.
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1. Uvod

Parcijalne diferencijalne jednadzbe opisuju vezu izmedu nepoznate
funkcije i njezinih parcijalnih derivacija, a ¢esto se pojavljuju u raznim
dijelovima matematike, fizike i inZenjerskih podrucja. Moguénost njihova
rjeSavanja ovisi o pocetnim i rubnim uvjetima za promatrani problem.
Prema francuskom matematicaru Jacquesu Hadamardu [1] problem koji je
opisan parcijalnom diferencijalnom jednadzbom mora biti dobro
postavljen, pri cemu mora zadovoljiti svaki od navedenih triju kriterija :

1. postojanje rjeSenja
2. jedinstvenost rjesenja
3. stabilnost.

RjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadZbi temelji se na
zadovoljenju gore navedenih Kriterija, a pritom se koriste razne analiticke i
numericke metode. Analiticke metode koristile su se u pocetku razvoja
rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, pri ¢emu je njihov razvoj
pratio razvoj raznih podrucja matematike i fizike. Razvojem programiranja
i raznih racunalnih programa znacajan razvoj dozivjele su razne numericke
metode, npr. metoda konac¢nih elemenata i metoda konacnih volumena.

Op¢i oblik linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog stupnja u
ravnini moZe se zapisati u obliku
2 2 2
M-a—Z+N-a” +P-a—Z+Q-a—”+R-a—“+S-u:T, 1)
Ox Ox0y oy ox Oy

gdje su koeficijenti M, N, P, Q, R, S i T funkcije varijabli x i y, a funkcija u
rjeSenje je parcijalne diferencijalne jednadzbe.

PrirjeSavanju (1) polazi se od pretpostavke da su funkcija u i koeficijenti
M, N, P, Q, R, Si T klase €2 u promatranoj ravnini. Teorija parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi razlikuje hiperbolicne, parabolicne i elipticne
parcijalne diferencijalne jednadzbe, pri ¢emu se klasikacija u pojedinu
grupu temelji na vrijednosti determinante izraza (1).

U nastavku ¢e se analizirati Poissonova parcijalna diferencijalna
jednadZzba koja predstavlja nehomogenu elipti¢nu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu, koja opisuje vezu izmedu nepoznate funkcije u(x,y), njezinih
parcijalnih derivacija po varijablama x i y te zadane funkcije flxy) u
ravninskoj domeni D.

Pulry) 0 L;;Si’y )fes) (e, @)

ox?
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Rjesenje u(x,y) mora zadovoljiti (2), ali i moguce rubne uvjete na granici
domene C. Pritom se razlikuju tri moguéa problema [2] :

a) Dirichletov problem
b) Neumannov problem
¢) Robinov problem.

Navedeni problemi ovise o tome je li na granici C definirana vrijednost
funkcije (Dirichletov problem), derivacije (Neumannov problem) ili je na
granici C definirana vrijednost funkcije i derivacije (Robinov problem). U
nastavku ¢e se analizirati Dirichletov problem.

Definicija 1. Problem opisan Poissonovom jednadzbom (2) i Dirichletovim
rubnim uvjetom

u(x,y) = h(x,y) (x,y) eC 3
za zadanu funkciju h(x,y) naziva se Dirichletov problem.

Na Slici 1. prikazana je domena D proizvoljne geometrije u kojoj vrijedi
Poissonova parcijalna diferencijalna jednadZba (2), a omedena je granicom
G, gdje vrijedi Dirichletov rubni uvjet (3).

YA

granica C

domena D

X
Slika 1. Prikaz ravninske domene D i njezine granice C

2. RjeSenje Poissonove jednadzbe

2.1. Teoretska osnova Greenove funkcije

Primjena Greenove funkcije pri rjeSavanju parcijalnih diferencijalnih
jednadZbi temelji se na prikazu rjeSenja u(x,y) u integralnom obliku i
primjene linearne superpozicije. Jednadzba (2) moZe se prikazati u
izmijenjenom obliku
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Lfu(x,y)l= f(x.p), 4)

gdje je L linearni parcijalni diferencijalni operator, a u(xy) i f(x,y) funkcije
neovisnih varijabli x i y.

Definicija 2. Diracova delta funkcija 6(,)(&n) u dvodimenzionalnom
prostoru jest generalizirana funkcija iz teorije distribucija, za koju vrijedi

Suy)(&m)=8(& - p). (5)
[zraz (5) mora zadovoljiti uvjete

Sg-xn-y)=0 za (&n)#(x.y) (6)

[[ 56 -xn-y)igin=1 7)

D

[ remo(c —xn - ylagin=1(x.y), (8)

gdje je D ravninska domena, a f funkcija definirana u domeni D.

Na temelju (5), (6) i (7) moze se zakljuciti da je delta funkcija 6, (En)
jednaka nuli u svim toCkama promatrane domene D osim u tocki (xy), u
kojoj tezi u beskonacnost. Diracova delta funkcija u ravninskoj domeni moze
se prikazati kao umnoZak dviju jednodimenzionalnih Diracovih delta
funkcija [1], te se moZe zapisati u obliku

(& —x,n-y)=6(&~x)5(n-). (9)
Primjenom Diracove delta funkcije §,)(&n), funkcija f{x,y) u jednadzbi

(4) pretvara se u niz delta funkcija u razli¢itim tockama domene D.

Definicija 3. Greenova funkcija G(x,y;&n) predstavlja odgovor u toc¢ki (x,y)
zbog djelovanja pobude tocki (&7), pri cemu mora biti zadovoljen uvjet

1G(x,y:&.m)]= 8¢ - x)s(r - y). (10)
MnozZenjem (10) s f{§n) i integracijom po povrSini domene tako da vrijedi
dA=d&dn dobije se

([ 26t v gl (Enhigdn =[[ 6 )t v)f (€ nlgdn = f(x,y). (1)

D D

IzvlaCenjem linearnoga diferencijalnog operatora L ispred dvostrukog
integrala dobiva se rjeSenje u(x,y) u integralnom obliku
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u(x.y)= [[ Gx.y:&m)r(E.n)dsdn (12)

Izraz (12) opceniti je prikaz rjeSenja u(x,y) parcijalne diferencijalne
jednadZbe u domeni D. U prakticnom smislu Greenova je funkcija G(x,y;€,n)
karakteristicna vrijednost ovisna o diferencijalnom operatoru i broju
promatranih neovisnih varijabli, a ne ovisi o desnoj strani jednadzbe (4).

2.2. Dirichletov problem

Rjesenje Poissonove parcijalne diferencijalne jednadzbe u domeni D i
pripadnog Dirichletova rubnog uvjeta na granici C opisano je izrazom

o%ulx, 0%ulx,
) T (e) (er)en 3

u(x,y)=h(x,y) (x.y)eC

Na granici domene C Greenova funkcija poprima vrijednost nula, a u domeni
s .. 0°G G
Dvrijedi V’G=6(&-x)5(n - y), gdje je V G=—1+—.
5™ on
Greenova je funkcija simetricna [2], pri ¢emu vrijedi

G(x,y:¢.m)=G(E,mx,y). (14)

U toCkama (xy;€n) Greenova je funkcija G kontinuirana, a prva
parcijalna derivacija 6G/dn ima diskontinuitet u tocki (x,y), $to je definirano
jednadZbom [2]

tim [Cas=1, (15)
g—>0C on

&

gdje je n vanjska normala na kruZnicu C, definirana kao
v 2
C,i(§=xf +ln-yf =&, (16)
pri Cemu je € polumjer kruZznice, a toc¢ka (x,y) srediste kruznice C..

Greenova funkcija moZe se zapisati u obliku

Glx,y:£,1)= G, (%, y:m) + glx, 1:€.m), (17)

gdje je ¢lan Go Greenova funkcija kada nema rubnih uvjeta.
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U domeni D ¢lanovi Go i g moraju zadovoljiti ove uvjete:

ViG, =8(&-x)s(n - ) (18)
Vig=0 .

Kako bi vrijedilo pravilo superpozicije (17), na granici C mora vrijediti
G=0

. 19
g=-G, (%)

Ovdje ¢e se najprije dati partikularno rjeSenje za sluc¢aj kada nema
rubnih uvjeta (eng. free space Green's function). RjeSenje Go moZe se
pretpostaviti u obliku

G,=a+b-logr, (20)
gdje su a i b konstante, koje je potrebno odrediti.

Uvrstavanjem (20) u (15) dobiva se

tim [ 2% 451, 21)
gaOCV on

Raspisivanjem (21) proizlazi da je

2 2z

lim i(ar+blogr),sare=11113 bdO=1. (22)

&0
0 on

RjeSavanjem integrala dobiva se vrijednost konstante b

1

b=—.
27

(23)
Vrijednost konstante a moZe se proizvoljno odabrati, pa se zbog
jednostavnosti uzima da je a =0. RjeSenje Go moZe se tada zapisati u obliku

Go(x,y;éan)=i logr =i logl(¢— ) + (- v ] (24)

Pretpostavimo da nam je za svaki (x,y) € D poznata takva Greenova
funkcija G = G(x,y;¢,n) koja, osim uvjeta za Laplacian (dobiven deriviranjem
po varijablama £ i 1), zadovoljava i uvjet da za (1) € C vrijedi G(xy;&n) = 0.
Tada funkciju u(xy), koja je rjeSenje problema (13), moZemo dobiti
primjenom Greenove druge formule, pri ¢emu Greenova druga formula
povezuje dvostruki integral definiran u domeni D s jednostrukim
integralom po granici C.
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Za dvije proizvoljno odabrane funkcije ¢ i i Greenova druga formula
moZe se zapisati u ovom obliku:

[[lov2y -ywpha=| ((oz—y}:—wz—f]d& (25)
D C

Funkcije ¢ i y ovise o varijablama &in:

o(&.n)=Glx,y:¢.m)

26
y(en)=ulén) )
UvrsStavanjem (26) u (25) dobiva se
[[l6Gev:.mv2u-ulgnweclagan
? . (27)
= I{G(x,y;é,n)' Z—u ~u(&n)- ﬁ}ds
. n on
U domeni D vrijede ovi uvijeti:
Viu=f(&n)
: (28)
VG =6(¢ - x)5(n - )
Na granici C vrijedi
G=0
(29)

(& n)=h(&n)

UvrStavanjem (28) i (29) u (27) Greenova druga formula poprima oblik

[[[6(.y38.n)- £(6.m)=u(gm)- 62 = x)o(n - y)lacn

. (30)
_{lo.%_ .06
_HO o h(f,n) o }ds

Iz jednadzbe (30) dobiva se op¢i oblik rjeSenja Dirichletovog problema
za Poissonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (13)

u(x, )= [[ G(x.y3&.n)f (Em)dgdn + | h(f,n)z—j(x, vi&.nlds. (31)
D C

Na temelju (31) moZe se zakljuditi da rjeSenje u(x,y) ovisi o vrijednosti
Greenove funkcije G(x,y;¢,n). Medutim, tocan izraz za odredivanje funkcije G
moZe se dobiti samo u ogranicenom broju domena, pri ¢emu toc¢ni analiticki
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izrazi vecinom vrijede jedino za kruZzne i pravokutne domene [3].
Moguénost dobivanja vrijednosti G ovisi takoder o glatko¢i krivulje C i
njezinu obliku.

Na temelju izvedenog rjeSenja Poissonove diferencijalne jednadzbe (31)
moZe se zakljuciti da se cijeli postupak moZe rastaviti na dva dijela, pri ¢emu
prvi dio obuhvaca odredivanje Greenove funkcije G(x,y;€,n) u tocki (xy) pri
djelovanju impulsne pobude u tocki (&n), a drugi dio temelji se na zbrajanju
odgovora na sve impulse u promatranoj domeni D i njezinoj granici C.

3. Primjeri

3.1. Rjesenje Poissonove jednadzbe u gornjem desnom kvadrantu

Domena D={(§,77):.§>O,77>0}, u kojoj je definirana Poissonova

diferencijalna jednadzba, obuhva¢a gornji desni kvadrant kao Sto je
prikazano na Slici 2. U promatranom kvadrantu nalazi se tocka E(x,y).

Slika 2. Promatrani gornji desni kvadrant (£>0 i n>0)

Za odabranu to¢ku mogu se odrediti tri zrcalne tocke E'(x,-y), E"(-x) te
E'"(-x,-y). Koriste(i te tocke, Greenova funkcija G moZze se zapisati u obliku

G(x,y:&.m)= i gl xf + (- V|- i dogl&—xf + -+ )] a2

_i-log[(fﬂ)2 +(77_y)2]+i‘10g[(§+x)2 )]
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Na rubu domene vrijedi da je £ = 0 ili n = 0, tj. vrijednost funkcije
G(xy;&n) mora biti jednaka nuli. Zbog ¢injenice da se zrcalne slike ne nalaze
u domeni D, Laplaceov operator za drugi, treéi i Cetvrti €lan gornjeg izraza
daje vrijednost nula. Na temelju toga dolazi se do zakljucka da je Greenova
funkcija jednaka (32), te se moZe zapisati u pojednostavnjenom obliku

T (s S o1 R S
NS e e (e o ey A

Na granici domene C vrijede ovi uvjeti:

G _ — 47 .
0|y ml+(enf M +(-n)) G4
Gl —4w¢ .
0nl, .y wel(x=&F + 37 (x4 F +5?) (35

Na Slici 3. prikazana je Greenova funkcija (33) izracunata za tocku
domene (x,y) = (1.41, 1.73).

Slika 3. Prikaz Greenove funkcije (33) za tocku (x,y) = (1.41, 1.73)

UvrStavanjem (33),(34)i(35) u(31)iuvodenjem integracijskih granica
dobije se rjeSenje u(x,y) za Dirichletov problem (13) definiran u gornjemu
desnom kvadrantu
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o U M el yf g xf o)
(x,¥) 47,,([ _([1 g((g_x)z +(77+y)2)-((§+x)2+(77—y)2)f(§’77)d§d77
AT 2-h(0.7)
” l(x P+ (y+n) Xx2+(y_,7)2)d’7 (36)
4w £-h(£)0)

+ dé
7 3 (o-eP vy v ey +57)
3.2. Pomaci kvadrtne membrane

Kvadratna mebrana duljine stranice L = 3,0 m i vrlo male debljine ¢
oslonjena je na svojim krajevima na oslonce, a opterecena je povrsinskim
kontinuiranim opterecenjem 0,25 N/mz2. Potrebno je odrediti pomak tocke
u sredini membrane pod djelovanjem zadanog opterecenja.

Pomak membrane u(xy) moZe se opisati Poissonovom parcijalnom
diferencijalnom jednadZbom

O’ulx,y) , O'ulx.y) _
o’ o
Rubni su uvjeti na krajevima membrane ovi:

u(x,O) = u(x,L) =0

u(O,y)zu(L, )=O'

= f(&.7n) 0<x<Li O<y<L. (37)

(38)

RjeSenje jednadzbe (37), ako su zadovoljeni rubni uvjeti (38), moze se
zapisati u obliku

LL
u(x,y) = [ [ Glx,:&m)f (& mdgdn . (39)

Op¢i izraz Greenove funkcije G(xy;&n), pri deformiranju pravokutne
membrane raspona a x b, preuzet je iz literature [1]

o s1n(nﬂxjsm(nﬂéjsin(mbﬂy]sin(mzn]
Glx,y:&m)= ZZ 2

)
n 72'2 1’1’1272'2

2 2
a b

(40)

n=l m=1

gdje se Greenova funkcija G(xy;&n) odreduje s pomocu metode svojstvenih
vrijednosti [4], a N i M predstavljaju broj svojstvenih vrijednosti.
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Za kvadratnu membranu vrijedi a = b = L, a izraz (40) postaje

" sm[nmjsin(nﬂfjsin(mﬂyjsin(mﬂnj
> L L L/ (41)

2
n 72'2 m27r

T

4 &
Glx,y:€.m)= = >

n=l m=1

Vrijednost Greenove funkcije (41) u toc¢ki (x,y) = (0.80, 1.40) prikazana
je na Slici 4.

Slika 4. Prikaz Greenove funkcije (41) za tocku (x,y) = (0.80, 1.40)

Funkcija optereéenja f{&n) moze se pretpostaviti u obliku

f(&m)=025. (42)

UvrsStavanjem (41) i (42) u (39) dobije se rjesenje kojim se opisuju
pomaci kvadratne mebrane

LL N M sin(nzzxjsin(nzé:)sin(m?jsin(mznj

ulx )=, . - dédn.  (43)
;[;[L n 72z N m ;r

L L

n=1 m=l1
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Slika 5. Deformacijski oblik kvadratne membrane duljine stranice L = 3,0 m

U primjeru kvadratne membrane Greenova funkcija G i pomak u
odredeni su primjenom 10 svojstvenih vrijednosti (N = M = 10). Najveci
pomak prikazan na Slici 5. zadane kvadratne membrane opterecene
kontinuiranim povrsinskim optereé¢enjem od 0,25 N/m2 nalazi se u tocki
(1.5, 1.5)iiznosi 16,2 cm.

RjeSenje (43) vrijedi kada je membrana izradena od homogenoga
izotropnog materijala, a njezina je debljina vrlo mala u odnosu prema
duljini njezinih stranica (t<<L), pa se zbog toga ne uzima u obzir pri
odredivanju pomaka. Takoder, izraz (43) ne obuhvac¢a modul elasti¢nosti E
materijala membrane, te vrijedi jedino kada kontinuirano opterecenje ima
staticko djelovanje. U prakticnim problemima pomak u(x,y), dobiven s
pomoc¢u Greenove funkcije, vrijedi jedino  pri analizi membrane
jednostavnih oblika (kruzna i pravokutna), a zbog heterogenosti i
anizotropnosti gradevinskih materijala moZe se Kkoristiti jedino za
preliminarno odredivanja pomaka.

4. Zakljucak

Primjena Greenove funkcije u rjeSavanju parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi daje rjeSenje promatrane jednadzbe u integralnom obliku, pri
¢emu se za odredenu domenu i pripadne rubne uvjete mogu dobiti
jednostavniji oblici rjeSenja. Takoder, postojanje Greenove funkcije ovisi o
promatranom problemu, tj. najviSe ovisi o mogucnosti dobivanja njezina
izraza na granici domene C. U openitom slucaju njezina primjena moZe se
prosiriti s ravninske domene u viSedimenzionalni prostor za rjeSavanje
linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima
neovisno o broju neovisnih varijabli.
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Greenova funkcija G u odredivanju rjeSenja parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi najvise ovisi o obliku domene D u ravnini, glatko¢i njezine granice
C te dobivanju njezina analitickog izraza. Ako je poznata Greenova funkcija,
rjeSenje Poissonove jednadzbe u(xy) dobije se uvodenjem integracijskih
granicai integriranjem po domeni D i granici C.
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